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29.S. Kann das Zufall sein?

Wir bezeichnen mit X die Anzahl der roten Kugeln bei 400-maligem Ziehen
aus der Urne und X; Indikator fiir das Ziehen einer roten Kugel im i-ten Zug
(i € {1...n=400}). X ist also die Summe der X;.

Wir ziehen ohne Zuriicklegen und somit ist X hypergeometrisch zu Parametern
n =400, g =r + b = 1000 und r = 600 verteilt.

Der Erwartungswert einer hypergeometrischen Verteilung ist gegeben durch
E[X] = n;1. Der erwartete Anteil X/n der roten Kugeln hat wegen der Linea-
ritdt den Erwartungswert g = % =0.6

Die Varianz ist

Var[X] = Var[X; + ...+ X,]
Wif)var[xl]

=n- Var[Xy] —
=n- uVar[Xl]
g—1

Diese Herleitung hatten wir in Aufgabe 24 genauer betrachtet.
Die Varianz des Anteils ist dann

Var[X /n] = %Var[X] _lgznr <1 - f) = 0.00036
n ng—1 g g

Durch Wurzelziehen ergibt sich ox/, ~ 0.019

220 rote Kugeln entsprechen einem Anteil von % = (.55, also einer Abweichung
vom Erwartungswert um 0.05. Die X; sind zwar gleichverteilt, jedoch nicht
unabhéngig. Die Normalapproximation kénnen wir hier trotzdem anwenden,
da sie ,fast unabhéngig® sind (rib << 1), die 0.05 Abweichung entspricht
ungefahr 2.63 Standardabweichungen und so ergibt sich eine Wahrscheinlichkeit

von ungefihr 0.85% fiir eine mindestens so grofe Abweichung.

30.S. Bedingte Verteilungen.

a)(i) Da die gemeinsame Verteilung von X; und Xs in der Aufgabe angegeben
ist, miissen wir fiir die Gewichte von X; nur die Gewichte in der entsprechenden
Zeile addieren. Demnach folgt:

P(X;=1)= Z P(X;=1,X,=9)=0.05+0.2+0.1=0.35
ye{b,c,d}

P(X;=2)= » PX =2X,=y)=01+015+005=03
ye{b,c,d}

P(X;=3)= > P(X;=3X,=y)=005+015+0.15=0.35
ye{b,c,d}



(ii) Analog zum ersten Teil miissen wir diesmal nur iiber die Spalten der ange-
gebenen Matrix der Verteilungsgewichte summieren:

P(X, =b) = Z P(X; =y,X2=10)=0.05+0.1+0.05=0.2

ye{1,2,3}

P(X; =c) = Z P(X; =y,Xo=¢)=02+0.15+0.15=0.5
ye{1,2,3}

P(X; =d) = Z P(X;=y,X2=d)=0.1+0.05+0.15=0.3
ye{1,2,3}

b)(i) Nun wollen wir die gemeinsame Verteilung als zweistufiges Zufallsexpe-
riment darstellen. Zunichst soll X; die erste Stufe darstellen. Mit der Formel
fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit und den Ergebnissen aus Aufgabenteil a(i)
folgt:

P(Xy = bX; = 1) = P(X;(}T’Xll): D _ % = %
P(Xy=cX;=1)= P(X;(chafll) 1) _ % _ %
P(Xo = d|X, = 1) = P(Xf)&f’Xi): D_ % = ;
P(Xy = bX; = 2) = P(X;(}T’X;): 2 _ % = %

P(Xy =X, =2) = P(X;(chaf;) 2) _ % _ %
P(Xo = d|X; = 2) = P(X;&ilf;)z 2) _ % _ %
P(X; = b|X, =3) = P(X;(}T’X;): 3 % = %
P(Xz=clX1=3) = P(X;(ch’fls) 2 - % N g
PO = =) = S - T 2

Und damit erhalten wir die Ubergangsmatrix P:
| b c d
1 /7 477 2/7
2 1/3 1/2 1/6
3 1/7 3/7 3/7




(ii) Der Teil (ii) funktioniert analog zu (i), nur das wir diesmal die Ergebnisse
aus a(ii) benotigen:

P(X; = 1|Xs = b) = P(X;(Xi’vflb) 1) _ % _ %
PO, =203 =) = S = 5
R
P(X; = 2|Xs=¢) = P(X;(sziﬁc) 2) _ % _ 1%
P(X; = 2|Xs = d) = P(X;(Xjf;) 2) _ % _ %

Und somit ist hier die Ubergangsmatrix Q:
| b c d
1 1/4 2/5 1/3
2 1/2 3/10 1/6
3 1/4 3/10 1/2

¢) Die ersten beiden gefragten Wahrscheinlichkeiten lassen sich aus den
Matrizen P und @ ablesen:

P(X; € {1,2}[Xs=c) ==+

Sl
—
o

RGN )

2
P(X; e{c,d}|X1=2) = 3

=

+

Die in (iii) gefragte Wahrscheinlichkeit berechnen wir aus den angegeben ge-
meinsamen Verteilungsgewichten zusammen mit den in a(i) berechneten Vertei-
lungsgewichten von X; und der Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit:

P((X1,X2) €{2,3} x {¢,d}) 0.1540.05+0.15+0.15 0.5 10

P(X; € {2,3}) 0.3+ 0.35 T 065 13




31. Bedingte Dichten.
a) Wie auch im eindimensionalen Fall gilt fiir eine uniform auf A verteilte
Zufallsvariable, dass ihre Dichte durch

1
fX17X2 (al, a2) dalda2 = {(\)/01(14) dal da2 (ala a2) cA

gegeben ist.
Der Flacheninhalt des Einheitskreises ist 7, also

1,2 2
= ajta;<1

sonst

fx1,x2(a1,a2) =

0 sonst
b) Die Dichtefunktion von X; berechnet b
sich durch 2
Ixi(a1) = [o fxi,x2 (a1, az2)das |
Fir ein festes a; ist die Dichte nur auf — 1 T2
dem 24/1 —a? langen Kreisabschnitt “
ungleich 0 (siehe Skizze), so ergibt sich )
1 .
2. /T=a? —1<a <1 1
le (al) = . B
0 sonst »
c¢) Die Dbedingte Dichtefunktion —1 -1 1
[x.x,(a1,a2) ergibt sich mit der \ /
Multiplikationsregel durch —1
f (a1,a2) = fxpxp(anes)
Xo| X, U1, G2 le(al)
1 2 .2
i atasl g
0 sonst

32. Bayes’sches Aktualisieren.

(i) Diese Aufgabe ldsst sich mit dem Satz von Bayes 16sen. Wir nehmen nun an,
dass die Miinze mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.8 fair ist, demnach wiirde
unter dieser Hypothese “Eins” (oder sagen wir “Zahl”) mit einer Wahrscheinlich-
keit von 0.5 geworfen werden. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.2 hingegen
tritt “Zahl” mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.9 ein. Laut Aufgabenstellung
kann man davon ausgehen, dass einer dieser beiden Félle stimmen wird. Sei
nun A das Ereignis, dass die Miinze fair ist und B das Ereignis, dass im ersten
Wurf ein Erfolg entsteht (d.h. Zahl geworfen wird) , dann ergibt sich:

P(A, B) 0.8-0.5
P(A|B) = ’ = ~ 0.
AB) =3B ~ 080550200

(ii) Dieser Aufgabenteil funktioniert ganz analog zu (i), nur diesmal wird das
Ereignis C, dass dreimal hintereinander Zahl geworfen wird, betrachtet:

P(4,0) 0.8-0.5%

P(A|IC) = = ~ 0.41
(41C) P(C) 0.8-0.53+0.2-0.93

X1



N1. Zufalliger rekursiver Baum.

Die Idee hier erinnert an Aufgabe 6.

Aus jedem Baum mit n Knoten konnen n verschiedene Biume mit n + 1
Knoten entstehen wenn der neue Knoten einfach hinzugefiigt wird. n + 1 ist
grofker als alle schon im Baum vorhandenen Zahlen, egal an welchen Mutter-
knoten er angehéngt wird verletzt er also nicht die Ordnung, da die Kinder
eines Knotens nicht geordnet sind (wie z.B. rechtes und linkes Kind eines Bi-
nirbaums) gibt es aber pro gewiihltem Mutterknoten auch nur eine Moglichkeit.

Hier ist ein formales Argument: Sei ¢,4; ein Element aus 5,11 und sei
t, dasjenige Element aus S,, welches dadurch entsteht, dass man den mit n+1
beschrifteten Knoten aus 5,41 entfernt. Es bezeichne T;, eine auf S,, uniform
verteilte Zufallsvariable, und 7,41 diejenige Zufallsvariable, die entsteht, wenn
man T}, als erste Stufe und P als Ubergangsmatrix verwendet. Dann gilt

P(Tn-l-l = tn-l-l) = P(Tn = tn, Tn+1 = tn-l-l) (1)
1 1
=P(T, =t,)P(tn,tnt1) = ——— 2
(T = t)P(tus o) = =g 2)
wobei die erste Gleichheit aus der Gleichheit der Ereignisse {T},41 = t541} und
{.Tn = tn, Tn+1 = tnt1} folgt; die letzte Gleichheit folgt aus der Definition der
Ubergangsmatrix P.

Ein weiteres Argument fiir die uniforme Verteilung ergibt sich durch die
Moglichkeit, einen Baum mit n Knoten eineindeutig durch eine Permutation
der Zahlen 1 bis n zu identifizieren (Preorder Traversierung wobei Geschwister-
knoten absteigend sortiert werden), das Hinzufiigen eines Knotens entspricht
so dem Algorithmus aus Aufgabe 6 a)

N2. Hellseherische Fdhigkeiten - oder was?

a) Zunéchst ein paar Voriiberlegungen. Die Zufallsvariable X kann neben dem
Minimum k auch das Maximum der Menge {m,n} annehmen, dieses wird im
Folgenden als [ bezeichnet. Zudem ist der Zeitpunkt des ersten Erfolges im
Miinzwurf bekanntlich geometrisch verteilt und es kann angenommen werden,
dass beide Schachteln mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.5 von Lea gewahlt
werden. Nun konnen wir bereits die ersten Wahrscheinlichkeiten berechnen:

P(E|E) = (5)*

O]+ 030 <)

Insgesamt folgt somit die Behauptung:

P(E,) = E

P(E2|Ey1) > P(E»)
b)
Cov|lg,,Ig,| = E[lg, - Ig,] — Ellg,] - E[lg,] = P(E1 N E2) — P(E)P(Es)
Mit der Multiplikationsregel ergibt sich weiter
= P(E1)P(Ez|Er) — P(E1)P(E2) = P(E1)(P(E2|Er) — P(E3)).



Man sieht: Die positive Korreliertheit von I, und Ig, ist dquivalent zur
Giiltigkeit der Ungleichung in a).

Aus der Symmetrie der Kovarianz folgt, dass dies auch &quivalent zur
Ungleichung in ¢) ist.

Somit wissen wir nun also letztendlich, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass in der gewahlten Schachtel der kleinere Betrag steckt steigt, sofern das
Ereignis E5 eingetreten ist, d.h. Lea hat also mit ihrer Behauptung recht.

Schlieflich kann man als Antwort zur letzten Fragestellung sagen, dass es
wichtig ist, dass wir fiir diese Aufgabe eine Verteilung wéihlen, sodass jede
natiirliche Zahl ein strikt positives Gewicht erhélt, und dies erfiillt die geo-
metrische Verteilung. Wiirde man z. B. eine Verteilung wéhlen, die auf einer
endlichen Menge {1, ..., g} konzentriert ist, dann wére P(Es) = 0 fiir m,n > g,
und P(F;|E;) wire gar nicht definiert. Umgekehrt funktioniert das Vorgehen
fiir jede Zufallsvariable V' mit P(V = a) > 0 fir alle a € N.



